
前 言

恶性肿瘤是人类健康的头号杀手之一，一直是

医疗研究人员的焦点。虽然随着科技水平的提高，

越来越多的手段被应用于肿瘤治疗，肿瘤患者的生

存周期和生存质量也不断得到改善，但是，由于肿瘤

生存机制的复杂性，至今还没有一个完备的模型来

解释肿瘤的发生与发展。为了攻克这一难题，研究

人员尝试在各种领域构建相应的基础模型来模拟肿

瘤的特性，其中，数学模型便是一个重要的分支［1-2］。

经过几十年的发展，目前有许多数学模型已经在基

础和临床研究中得到应用并获得初步成功［3-4］，比较

有代表性的模型有 Exponential- linear 模型、Power

Law 模型、Gompertz 模型、Generalized Logistic 模型

等。其中以Gompertz模型最具代表性［5-6］，该模型在

乳腺肿瘤和肺癌的实际数据拟合以及肿瘤生长预测

中获得了较高的符合度。本研究便是引入Gompertz

肿瘤生长模型，构建肿瘤放疗三室微分方程模型来

对日常放疗过程进行分析与模拟。

1 材料与方法

1.1 Gompertz模型

1925年，英国数学家Benjamin Gompertz构建了

Gompertz模型，用于研究肿瘤的生长过程，该模型可

用常微分方程来表达：
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dTdt = aT - bT ln( )T （1）
其中，T表示肿瘤数量，t为时间，ln()表示自然对数，a、

b为常数。该模型收敛于常数：K = T0ea/b ，其中 T0 为

初始肿瘤数，e为自然常数，因此，K被称为肿瘤最大

容量。

考虑到肿瘤实际生长情况，K应该是一个动态变

化值，因此，式（1）可以被推广为：
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dKdt = bf ( )K,T （2）

其中，f(K, T)为一类以K、T为自变量的函数表达式，

用于模拟 K 的动态变化，此模型被称之为动态容量

Gompertz 模型（Dynamic Capacity Gompertz Model,

DCGM）。

1.2 单次放疗模型

目前，放疗剂量对肿瘤群体的作用模型亦有许

多类型，但应用最成熟和最广泛的还是线性-二次方

模型（Linear-Quadratic Model, L-Q Model），其常微分

方程表达形式是：

dTdt = -( )αD + 2βD2 T （3）
其中，T为肿瘤群体细胞，D为放疗剂量，α、β分别为

一次、二次项系数。将式（2）与式（3）联立便可得肿

瘤单次放疗模型：
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1.3 分次放疗模型

在常规放疗实践中，分次放疗已经成为常态，因

此，必须考虑放疗间隔期内的肿瘤细胞增值。因此，

微分方程已经不适合用于描述该过程，我们用分段

积分来模拟分次放疗过程：
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其中，N 为放疗分次总数；（t0，t*）为放疗持续时间；

（t0, td）为相邻两次放疗间隔时间；Di为第 i次放疗剂

量；Ti表示第 i次放疗 T的大小。将式（5）替换式（4）

中的第一项便构成分次放疗模型。

1.4 数值模拟

我们采用计算机编程来实现上述模型的模拟分析，

编程语言为Matlab R2016a。模型参数部分参考文献［7］，

部分来自我们的临床数据，其中 f ( )K,T = T 2/3 ，用来模

拟肿瘤生长最大容量受其表面积控制。

2 结果与分析

2.1 Gompertz模型

图 1为肺癌和乳腺癌的生长曲线，a、b值参考文

献［7］。由图 1a可知，在基本的Gompertz模型中，肿

瘤在生长周期存在一个快速的指数增长过程，当到

达一定的体积时，肿瘤生长变缓并逐渐趋向一个定

值，即K值。不同的肿瘤决定了不同的 a、b值，同时

决定了其生长速率和最大容量值K。而在DCGM（图

1b）模型中，由于最大容量值K的动态变化，模型将不

再收敛到定值。

2.2 单次放疗模拟和分析

在单次放疗过程中，由于放疗剂量的影响处于

绝对主导地位，肿瘤的增殖过程可以完全忽略不计，

故其曲线突然下降（图 2）。但从放疗局部过程可知

（图 3），放疗效果除与单次剂量强度相关外，与肿瘤

类型亦关系密切，提示放疗过程可以根据肿瘤类型

分别进行优化，为个体化放疗提供理论支持。

2.3 分次放疗模拟和分析

在单次或大剂量分割放疗情形下，肿瘤细胞的

增殖过程被忽略，但在分次放疗中则不然。由图4可

知，当分次放疗剂量较低（1 Gy）时，肿瘤大小平均值

近似一条水平线，显示放疗效果被肿瘤增殖中和，失

去了放射治疗效果。单次放疗剂量越高，则肿瘤大

小减少越明显，当然，考虑到射线对正常组织的伤害

作用，需要在单次放疗剂量之间寻求一个最佳的平

图1 Gompertz模型

Fig.1 Gompertz model

b: Dynamic capacity Gompertz model (DCGM)
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衡点，这也是我们模型研究的一个切入点。另外，不

同的α/β值会明显影响放疗的效果（图5）。通常情况

下，肿瘤细胞的α/β值在6~25之间［8］，因此，我们选择

6、10、15 作为模拟代表，显然，由图 5 可知，α/β值越

小，则放疗效果越好，因此，建立一个较完备的肿瘤

细胞α/β数据库是个体化放疗的前提条件之一。

3 讨 论

肿瘤生长模型在近二十年来取得了飞速的进

步，这主要得益于计算机技术的快速发展，许多复杂

的模型可以通过计算机进行模拟，大大提高了模型

应用的效率［9-12］。当前，对肿瘤生长的模拟主要有两

个方面：一方面是通过肿瘤生长现象直接进行模拟，

通过离散事件模拟技术来模拟肿瘤生长过程，该方

法以一种比较直观的形式再现肿瘤生长过程，但过

程复杂，所需参数较多；另一方面是通过观察肿瘤生

长过程，提取一些关键数据来构造出相符合的数学

模型。这类模型具有形式简单、应用范围广泛的特

点，逐渐被大多数研究人员接受，本研究中Gompertz

模型便属于此类范畴［13-16］。

在放射治疗中，数学模型早已获得了充分的应

用，如放射治疗计划系统，便是构造出射线与肿瘤以

及正常组织的相互作用物理模型来计算出人体内的

剂量分布，其模拟的精度已经非常精确。除物理模

型外，基于放射生物学的数学模型也发展迅速，如经

典的 L-Q 模型经不断演化，应用更加广泛［17-18］。

Masahiro等［19］应用L-Q模型来分析大剂量立体定向

体部放疗的肿瘤控制概率。Matthias等［20］则利用L-Q

模型来探讨常规分割放疗特性。不过，此类研究只

是单纯应用 L-Q 模型，并未将肿瘤生长模型合并考

虑。显然，从本研究可以发现，在分次放疗实践中，

肿瘤本身自增殖过程在一定条件下会对放疗效果产

生显著影响，因此，为找到一个最合适的分割剂量，

需要将本模型与正常组织的放疗模型联合求解，这

也是我们下一阶段的研究方向。另外，一些文献也

证实，不同类型的肿瘤均具有不同的 α/β值，而从我

们的模拟中可以发现，不同的α/β值也明显影响放疗

Breast (a=2.63; b=0.829; D=20 Gy)
Lung (a=0.399; b=2.66; D=20 Gy)

图2 DCGM单次放疗模型

Fig.2 DCGM single dose radiotherapy model (begin time: t=40 days,
α/β=10)
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Fig.3 Part of DCGM single dose radiotherapy model (α/β=10)
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Fig.4 DCGM fractional radiotherapy model with different

fractional doses (α/β=10)
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的效果［21］。因此，我们需要进行大量的临床实验，尽

可能全面整理出各类肿瘤细胞的α/β值，为放疗的个

体化提供大数据支持。
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